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INTRODUCCION

El desarrollo de las comunidades humanas se ha
realizado histéricamente en las zonas cercanas a los rios,
los que son utilizados como fuente de agua para consumo
doméstico e industrial, asi como zona de vertimiento de
los desechos sdlidos y aguas residuales, lo cual genera
importantes problemas de contaminacion que no solo
influyen sobre el medio ambiente, sino que ademas
disminuyen la calidad del agua que pudiera ser empleada
para consumo de la poblacion [1-3].

Actualmente, la preservacién y conservacion del medio
ambiente constituye una necesidad del hombre y una
obligacion juridica, por lo que se llevan a cabo numerosos
estudios para mitigar los problemas ambientales causados
por el consumo masivo de la sociedad [4-7].
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Se propone un modelo fenomenoldgico para describir la variacion de la concentracion de oxigeno disuelto
con respecto a la distancia del punto de vertimiento de aguas residuales en rios. El modelo considera los
procesos de biodegradacion de contaminantes y transferencia de oxigeno a través de la interfase aire-agua
y fue aplicado para estudiar la contaminacion existente en el rio Portoviejo, Manabi, Ecuador. Los datos
experimentales observados fueron ajustados a una solucién analitica aproximada del sistema de ecuaciones
espaciales no lineales obtenido, a partir de lo cual fue posible estimar los parametros relacionados con
la biodegradacion y reoxigenacion en dos zonas del rio y evaluar la capacidad de autodepuracion de la
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En el caso de los rios estas soluciones de proteccion
o de saneamiento dependen de la capacidad de auto-
depuracion natural, que en este contexto se identifica
con la capacidad que tenga la corriente superficial para
asimilar el vertido de un residual y restituir la calidad del
agua. Para describir este fendmeno se han desarrollado
modelos matematicos que toman en consideracion los
mecanismos principales de transporte de contaminantes
y la depuracion natural mediante la degradacién por los
microorganismos presentes en el rio [8 - 11].

El objetivo de este trabajo es proponer un modelo
matematico para describir el comportamiento de la
concentracion del oxigeno disuelto con respecto a la
distancia del punto de vertimiento de aguas residuales
en rios, para estimar la capacidad de autodepuracion
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de la corriente a partir de los resultados experimentales
observados.

El rio Portoviejo, localizado en la region central de
la provincia de Manabi en Ecuador, segun estudios
realizados indican que esta cuenca hidrografica presenta
graves problemas de contaminacion [12,13], debido
principalmente a las descargas de aguas residuales y
vertimientos de desechos sdlidos en diferentes puntos a
lo largo de su cauce, en este contexto, el modelo obtenido
fue utilizado para estudiar la capacidad de autodepuracion
del mismo, ademas predecir su comportamiento para
caudales extremos e identificar la zona en la cual se
requiere un tratamiento previo del residual vertido.

OBTENCION DEL MODELO MATEMATICO

En un trabajo anterior [14], se propuso un modelo
matematico para describir la variacion de la biomasa,
oxigeno y sustrato a lo largo de una corriente superficial
en la seccién posterior a un punto de vertimiento de agua
residual. Este modelo esta constituido por un sistema
de ecuaciones diferenciales no lineales que no tienen
soluciéon analitica exacta, siendo necesario el empleo
de métodos numéricos. Esto implica que la utilizacion
de este modelo para la predicciéon tiene como limitacién
practica la necesidad de conocer de antemano el valor de
las constantes de velocidad asociadas a cada uno de los
procesos que ocurren, los cuales son caracteristicos de
cada corriente en particular. EIl modelo que se describe a
continuacion se establece con la intencion de superar esta
limitacion practica.

Para obtener el modelo que describe la variacién de
la concentracion de oxigeno disuelto en la direccion del
recorrido de la corriente, esta ultima se visualiza como
un canal rectangular de flujo uniforme y donde no se
considera efecto dispersivo, de profundidad D y ancho
W, donde dz representa la distancia desde el punto de
vertimiento del agua residual hasta un punto distante
cualquiera. Esta distancia asi establecida define la zona
de estudio (figura 1).

M-z, Sz, O:

dz

Fig. 1. Esquema de la seccion considerada

donde:

q : Caudal del rio antes del punto de vertimiento (m®.s™).
g, : Caudal de vertimiento del residual (m3.s™).

M, Concentracion de microorganismos (SSV) en el punto
de vertimiento (kg.m?3).

S, : Concentracion de DBO en el punto de vertimiento
(kg.m®).

O, : Concentracion de oxigeno disuelto en el punto de
vertimiento (kg.m-).

M, : Concentracion de microorganismos a la distancia z
del punto de vertimiento (kg.m).

S, : Concentracion de DBO a la distancia z del punto de
vertimiento (kg.m3).

O, : Concentracion de oxigeno disuelto a la distancia z del
punto de vertimiento (kg.m3).

A partir de seleccionar una longitud dz con respecto
al punto de vertimiento se establecen las siguientes
consideraciones:

i) La concentracion de contaminantes biodegradables
se caracteriza de forma global a través de la DBO.

ii) Existe un flux de entrada de oxigeno a través de la
interfase aire-agua.

iii) La distancia dz es lo suficientemente pequefia como
para que se pueda considerar que existe una mezcla
perfecta de todos los componentes, de tal forma, que la
concentracion de oxigeno disuelto y de DBO es igual a la
concentracién de salida.

iv) Los microorganismos emplean el sustrato fundamen-
talmente para el mantenimiento de sus funciones
metabdlicas, de tal forma, que la concentraciéon de
biomasa puede considerarse constante en el tiempo.

v) La cinética de remocion del sustrato en presencia de
oxigeno se expresa a través de la relacién [15].

donde:
k: Constante de velocidad de remocion de sustrato
(m3.kg's™).

S : Concentracion de DBO (kg.m3).

O: Concentracion de oxigeno disuelto (kg.m3).
Considerando las suposiciones establecidas y tomando

en cuenta la ley de conservacién de la masa [16], se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

temporales:

as

dtz =-kS,0,V +qS, —qS,

do, —ha(O -0 )—Y kSOV +q0O, -qO

dt - 0 z 0/S z>z q 0 q z (2)
S,(0)=S,
O, (O) =0,
donde:

V : Volumen (DWdz) de la seccién de la corriente en
estudio (m3).

h : Coeficiente de transferencia de oxigeno a través de la
interfase aire — agua (m.s™).

a: Area longitudinal (Wdz) de la seccion considerada (m2).
Y, ¢ Coeficiente de rendimiento oxigeno/sustrato.
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En estado estacionario las derivadas temporales que
aparecen en el lado izquierdo del sistema de ecuaciones
(2) se hacen igual a cero, de tal forma que dividiendo por
DW(dz se obtiene:

0=-kS,0, + -1 S-S,
DW dz

0= g(o0 ~0,)-Y,,skS,0, +i(

bDw

Q_QJ (3)
dz

Tomando en cuenta que la velocidad v (m.s") de la
corriente esta dada por:

= ow 4)

y aplicando el limite dZ— 0 se obtiene el sistema de
ecuaciones diferenciales espaciales con una aproximacion
de primer orden:

as k
z-__SO
dz v °° ©)
d_ozzi(o -0 )—MSO
dz Dv' ° 7 v 7

Sujeto a las condiciones de contorno:

(5a)

Si se definen
dimensionales:

las variables y parametros no-

ﬁ—i' S 5b
s, 770, "z (5b)

@, =Z€Oo;q>2 =%€;q>3 =Z—y°"/sk S
(5¢)

donde

Z representaladistancia total desde el punto de vertimiento,
entonces el sistema de ecuaciones diferenciales (5) se
reescribe de la forma:

aPB_
an o,By

dy

d—n=¢z(1—v)—¢35v

B(0)
(

=1
Y 0):1

El sistema de ecuaciones diferenciales (6) es no lineal
y no tiene solucion analitica explicita, pero es posible
obtener una solucion analitica aproximada a través de
un sistema de ecuaciones lineales que si tiene solucion
analitica exacta.

El sistema de ecuaciones diferenciales lineales puede
ser obtenido a través de un desarrollo en series de Taylor,
alrededor de la condicién de contorno del lado derecho de
la ecuacion (6), y esta dado por:

=By
Z—Y=¢2+¢3—B¢3—v¢2—v¢3
n
B(0)=1
v(0)=1 "

La solucién analitica exacta de la ecuacion (7), obtenida
a partir de la aplicacion de la transformada de Laplace
[17], esta dada por:

B(n) = exp(-nA)(coshnB+ DsinhnB)

v(n) =1-C(sinhnB)exp(-nA) (8)

donde:

A= (b0, 0,)

B=A -0,

c_ b (9)
B

D:1(¢2_¢1+¢3)
2 B

Como la idea fundamental consiste en determinar la
capacidad de autodepuracion del rio a partir de los valores
observados de la concentracion de oxigeno disuelto
con respecto a la distancia del punto de vertimiento,
la expresion analitica aproximada que describe este
comportamiento se obtiene dimensionando la solucién
obtenida, de tal forma que:

0, =0, (1-C, (sinhC,z)exp(-C,z)) (10)

donde:
1( k h
C1 = E[V(OO +YO/SSO)+EJ
k h
C,=\(C) -2 5.0 (1)
C :EYO/SSO
‘v C,
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Ajustando los datos experimentales mediante regresion
nolineal ala ecuacion (10), los valores de las constantes C,,
C,y C, estimadas pueden emplearse para calcular, a partir
del sistema de ecuaciones algebraicas no lineales (11),
los valores de hy k, que son los parametros relacionados
con la capacidad de reoxigenacion y degradacion de
contaminantes de la corriente respectivamente.

APLICACION DEL MODELO PARA EL
ESTUDIO DE LA CONTAMINACION
EN EL RIO PORTOVIEJO

Para caracterizar la capacidad de autodepuracion del
rio Portoviejo fueron tomados los datos experimentales
histéricos proporcionados por el Gobierno Provincial de
Manabi del comportamiento medio de la concentracion
de oxigeno disuelto en diferentes puntos del rio, donde
la seccion geografica considerada incluye una laguna
donde se vierten desechos municipales, y que a su vez se
divide en dos secciones bien definidas: antes de la laguna
donde se vierten las aguas residuales generadas por la
poblacién y después de la laguna.

Las distancias entre dos puntos consecutivos de
muestreo, determinadas por la longitud de la linea recta
que une a estos, deben corregirse debido a la morfologia
irregular del rio, la cual se muestra en la figura 2.

Fig. 2. Morfologia del rio Portoviejo.

La medicion de distancias en lineas irregulares resulta
complicada si se emplea la geometria euclidiana, siendo
mas aconsejable el empleo de la geometria fractal [18]. En
este caso la longitud real de la linea irregular que existe
entre dos puntos se estima a través de la relacion:
L= (12)

real

donde:

L: Longitud de la linea recta que une a los dos puntos.
f: Dimensién fractal, la cual toma un valor fraccionario
comprendido entre 1y 1.5 [18].

La dimension fractal puede ser estimada a partir de una
imagen de la linea irregular, para lo cual la imagen total
se divide en celdas y se cuenta el numero de estas en las
cuales se encuentra parte de la linea. Este procedimiento
se repite disminuyendo progresivamente el tamano

(7 ) de las celdas, de tal forma, que la dimensién fractal se
determine a partir de la relacion:

f —limn¢® (13)

donde ¢ representa el nimero de celdas no vacias. La
determinacion de la dimension fractal se realiza mediante
el empleo de programas de computacion apropiados para
el tratamiento de imagenes.

Para determinar la dimension fractal del rio Portoviejo
(figura 2) se hizo uso del programa Imaged (Wayne
Rasband National Institutes of Health, USA), obteniéndose
los resultados que se muestran en la figura 3 y el valor de
dimension fractal calculado por el método del conteo de
cajas:

log (count)
on

o

1.0 15 20 25 30 i 40
log (hox size)

Fig. 3. Determinacion de la dimension fractal del rio Portoviejo.

Los resultados experimentales obtenidos y las
distancias corregidas utilizando la ecuacion (12), fueron
ajustados mediante el método Marquard de regresion
no lineal (STATGRAPHICS Plus 5.1) al modelo dado por
la ecuacion (10), obteniéndose los resultados que se
presentan en la tabla 1.

Tabla 1
Modelo ajustado a partir de los datos experimentales
historicos

Zona* Modelo ajustado R? (%)

1 18,65 (1-10, 83 (sinh 0,007 8z) exp (-0,074 5z)) 80,461

2 8,27 (1-1,06 (sinh 1,057 8z) exp (-1,086 5z )) 83,346

*La zona 1 es la que se encuentra antes de la laguna y la zona 2 después
de la laguna.

A partir de los parametros estimados del modelo
estadistico se obtuvieron mediante el sistema de
ecuaciones (11) los parametros h/(vD) y k/v en cada una de
las secciones analizadas, resultados que se muestran en
la tabla 2. Estos valores fueron empleados para describir
el comportamiento tedrico del oxigeno disuelto mediante
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la solucion numérica del sistema de ecuaciones (5). En
las figuras 4a) y 4b) se muestra la comparacioén entre los
resultados experimentales observados y los resultados
tedricos predichos.

Tabla 2

Concentracion de DBO y OD en el punto de vertimiento vy
\valores calculados de los parametros relacionados con la auto-
depuracioén del rio

Parametro Zona 1 Zona 2
O, (mg/L) 8,72 8,26
Y,sS, (mg/L) 10 14
hi(vD) 0,074 8 0,092 3
klv 0,008 4 0,080 5

z (fam)
Fig. 4. a)
0D mg/l)

Fig. 4. b)

Resultados experimentales (puntos) vs tedricos (lineas) del
comportamiento de la concentracion de oxigeno disuelto en
funcién de la trayectoria en el rio Portoviejo: a) antes de la
laguna; b) después de la laguna.

DISCUSION

Comparando el valor de los parametros en ambas zonas
del rio, se puede apreciar que el valor de h/(v.D) presenta
el mismo orden de magnitud en ambas secciones, lo cual
es un resultado esperado si se toma en cuenta que no
existen cambios apreciables en el ancho y profundidad del
rio, asi como del caudal en ambas zonas. Las diferencias
se aprecian en este caso en el valor de la relacion klv,
debida a las consideraciones establecidas para la
obtencion del modelo, involucra a la concentracion de
biomasa presente. En este caso se obtuvo una diferencia
apreciable en los valores determinados para cada zona,
donde en la region después de la laguna el valor es 10
veces superior. Este resultado se explica considerando
que en esta region el vertimiento implica una mayor carga
contaminante, originado por un tratamiento deficiente de
las aguas residuales de la poblacién en la laguna. Como
consecuencia, la zona posterior a la laguna presenta un
mayor déficit de oxigeno, indicativo de un mayor deterioro
ambiental.

En las figuras 5 a) y 5 b) se muestran las predicciones
del modelo en relacion con el comportamiento de oxigeno
disuelto, considerando valores extremos de caudal en
relacién con el valor promedio, cuyo valor esta implicito en
los parametros calculados. En este caso se aprecia que,
en épocas de lluvia, cuando el caudal del rio se eleva de
forma apreciable, el déficit de oxigeno es particularmente
importante en la zona posterior a la laguna, lo que sugiere
la necesidad de establecer un tratamiento apropiado de
las aguas residuales provenientes de esta antes de su
vertimiento al rio. Esta disminucién de la capacidad de
autodepuracion del rio con respecto al incremento del
caudal para ambas zonas se explica si se considera que
al incrementarse el flujo disminuye el tiempo de residencia
de los contaminantes en el rio y, por lo tanto, disminuye la
degradacion de sustrato.

0D (mgl)

831

80 1

T

6.3 1

6.0 7

Fig. 5. a)
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z (km)

Fig. 5. b)

Prediccion del comportamiento de la concentracion de oxigeno
disuelto en el rio Portoviejo: a) antes de la laguna; b) en la zona
posterior a la laguna para valores distintos de caudal del rio.
La linea solida corresponde a un menor caudal.

CONCLUSIONES

El modelo fenomenoldgico obtenido permite describir la
variacion de la concentracion de DBO y oxigeno disuelto
con respecto a la distancia del punto de vertimiento en
rios. El mismo consiste de un sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales sin solucidon analitica exacta,
pero en el que se puede obtener una solucién analitica
aproximada, a partir de la cual se estima mediante datos
experimentales y el uso de técnicas de regresion no lineal
los parametros asociados a la degradacion de DBO y
reoxigenacion, que son indicadores de la capacidad de
autodepuracion de la corriente.

El modelo se empled para estudiar la contaminacién en
dos zonas del rio Portoviejo y predecir el comportamiento
del oxigeno disuelto para valores extremos de caudal.
De acuerdo con los resultados predichos por el mismo,
se puede concluir que los valores del parametro
relacionado con la capacidad de reoxigenacion h/(vD)
no tienen una variacion significativa, no obstante, el
parametro relacionado con la capacidad de degradacion
de contaminantes (k/v) si representa que existe un mayor
grado de contaminacién en la segunda zona del rio
analizada, por lo que es necesario un tratamiento previo
adecuado de las aguas residuales vertidas en ese punto.
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Mathematical Modeling of Self- Purification Capacity of
Surface Currents. Study Case: Portoviejo River, Ecuador

Abstract

It is proposed a phenomenological model to describe the behavior of oxygen concentration with respect
to distance from wastewater loading into the river. It taken into account processes associated with con-
taminants biodegradation and oxygen transfer through interface air-water. The model was used to study
contamination of Portoviejo River, Manabi, Ecuador. Experimental results were adjusted to an approx-
imate solution of the obtained no-linear equations system, and it was possible to estimate parameters
which are related with the capacity of self-purification of two river zones.
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